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des fonctions sphériques d'un domaine hermitien symétrique de ty;
Ceci n'a rien d'original puisque c'est un point de vue maintenant classique.

permet d écrire
endre d'une variable.

connait dans le cas des fonctions de leg

des formules qu i ressemblent beaucou P auX formules que 'on

1. FONCTIONS DE LEGENDRE ET FONCTIONS SPHERIQUES DU DEMI-PLAN DE
POINCARE

Le groupe G = SL(2, R

le Poincaré,
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Le demi-plan de Poincaré s’identifie ainsl a l’espace quotient G /K, ou K =

5O(2). La fonction Ps(z) = y=°, s € C, est une fonction propre du laplacien
hyperbolique,

Aps = s(s + 1)ps,

et la tonction Uy définie par

Vi(2) = [ po(k(=)dh

est une fonction sphérique de la paire (G, K). Un élément de K peut s’écrire

6 e O
k o COS 5 S1Il >
S Lo 6 ¢ y
- S111 = COS

2 2

et par suite

. 1 4 . 8 ) 8 —1\g
| . ’} 7 e " st ), T— bd@-
W, (2y) o /MW(Sln 2y + COS Q’y )

On vérifie facilement que
W, (ty) = Ws(iy™?).

Cette fonction s’exprime & I’aide de la fonction de Legendre P,, en effet

. 1 _
‘IJS(Zy) — PS("?’"(y + Y 1))
Pour Rs > 0,
Vs(iy) ~v(s)y®, y — oo,
avec

v(s) :...-—-_:...1.._/ (cos g)zsdé’.

2w )

En posant u = te g on obtlent

1 [~ 1 1 1
1) =2 [ a+utan=Lpee 1Y)

W“OO

ou B(p, q) désigne la fonction beta d’Euler.

Dans cette note nous allons généraliser ces résultats

au cas des espaces her-
mitiens symétriques de type tube.

2. FONCTIONS SPHERIQUES SUR UN CONE SYMETRIQUE

Soit €2 un céne convexe ouvert dans un espace vectoriel euclidien V de dimension
n. On suppose que 2 est propre, c’est & dire, 2N —Q = {0}. Soit G(Q) le groupe
des transformations linéaires qul préservent (. |

G(Q)={ge GL(V)| g0 =Q}.
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Le cone 2 est dit homogene si G(§2) opéere transitivement sur 2. Le cone ouvert
dual 2* est défini par

O ={zxeV|VyeQ\{0}, (x|y) > 0}.

Le cone () est dit autodual si Q = Q*. S’il est homogene et autodual, le cone 2
est dit symétrique.
Une algebre de Jordan euclidienne est un espace vectoriel euclidien V muni
d’un produit vérifiant
(1) yz,
(2)  z(z®y) = 2%(zy),
(3) _ _

On note L(x) ’endomorphisme défini par

L(x)y = xy.

La propriété (2) signifie que L(x) et L(x?) commutent, et la propriété (3) que
L(x) est autoadjoint.
On montre que ’ensemble des carrés d’une algeébre de Jordan euclidienne,

Q={z"|z eV}

est un cone convexe fermé et que son intérieur {) est un cone symétrique. De
plus Koecher et Vinberg ont montré que tout cone symétrique peut étre obtenu
de cette fagon ({7,12]).
Par exemple si V' = Sym(m, R) est '’espace des matrices symétriques réelles
m X mm muni du produit de Jordan,
1
roy = §($y+ym)a

alors V est une algébre de Jordan euclidienne relativement au produit scalaire
défini par
(z]y) = tr(zy),

et le cone symétrique 2 est le cone des matrices symétriques définies positives.
Notons P(x) ’endomorphisme autoadjoint de V' défini par

P(x) = 2L(x)* — L(:z:?‘)..

Si V = Sym(m,R), P(x)y = zyr. Pour z dans Q, P(z) est défini positit.
Considérons sur €2 la structure riemannienne invariante définie par

Ge(u,v) = (PlzHulv), € Q, u,v eV

Cette structure riemannienne est invariante par G(£2), et fait de {2 un espace
. . 2 . . . . a | * S N v e F .
riemannien symétrique qui s’identifie a ’espace quotient Go/Ko ou G est la
composante connexe neutre de G(€2), et

Ko = {g € Go | ge = e},
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e désignant ’élément neutre de V.
Pour ce qui concerne la géométrie et ’analyse des cones symeétriques on peut

consulter [2].
Nous supposerons que 'algébre de Jordan V est simple, c’est a dire qu’elle

n'as pas d'idéal non trivial. Soit r le rang de V et soit {c1,...,¢r} un systéme
complet d’idempotents primitifs deux & deux orthogonaux. Tout éléement r de

V s’écrit )
L = k‘Z)\jCj, k & K(), Aj e R.
j=1
Le déterminant A est défini par A(xz) = [, et la trace par tr(x) = ) ;.
A est un polynéome homogene de degré r, et on peut supposer que le produit
scalaire est défini par (z|y) = tr(zy). Si c est un idempotent, 'espace

Vie,1) ={xz €V |cx =x}
est une sous-algebre de V', et pour 1 <) < r,
V,=V(crt +--+¢,1)

est une sous-algebre de V de rang j. Le déterminant mineur principal A; est

défini par |
AJ(II") — AVj (x(J))v

ol Ay, désigne le déterminant relatif & la sous-algebre V;, et () est la projection
orthogonale de r sur V;. Les mineurs principaux sont positifs sur 2. Pour
s = (81,...,8-) € C", et pour x € 2, on pose

As(z) = Aq(2)* 722 Qg ()27 . A, (2)*

La fonction Ag est fonction propre des opérateurs différentiels invariants sur €,
et les fonctions sphériques ®g du céne symétrique ) = Go /K sont données par
la représentation intégrale suivante

Ps(z) = Ag(kx)dk.

Sim = (ml, ...,Mm;) ou les nombres m, sont des entiers vérifiant m; >

> m, 2 0, la fonction sphérique ®m est un polynéme. Ces polync"‘)meg
appeles polynomes sphériques, s’expriment & 1’aide des polynémes de Jack. Si
xmkzjml)\ C; (k‘ c Ko, /\ & R)

(o)
(I)m(:]j) = -—-—-—-—-—(a()r_lL )’
Im’ (1, ..., 1)

o ((}:) ” ~ : : c A ., -
avec o = d, et Jm' est le polynéme de Jack d’indice o associé & la partition
définie par m.
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3. IONCTIONS SPHERIQUES SUR UN DOMAINE HERMITIEN SYMETRIQUE DE
TYPE TUBE
Comme dans la Section 2, soit  le cone symétrique associé a une algébre de
Jordan euclidienne V', et soit T le tube dans 'espace complexifié VC de base
(1,

o=V +iQl={2=x+iy|lxeV, yeQl.

Soit G le groupe des transformations holomorphes de T¢. Il est engendré par les
transformations

2 gz + a,
avec g € G({2), a € V, et par la "symétrie” s,

s(z) = —z71.

Le domaine T, muni de la métrique de Bergman, est un espace hermitien
symétrique, T ~ G/ K, ou

=19 € G| gl(ie) = 1e}.

La transformation de Cayley établit un 1Isomorphisme holomorphe du tube Tq
sur un domaine borné D. Définissons les applications p et ¢ par

(z —ie)(z + ie) L,
(e +w)le —w) L.

p(2)
rc(w)

]

Si z € Ty, alors z + ie est inversible, et p est bien définie sur 7y,. L’ensemble
D = p(Tq) est un domaine convexe borné, et la transformation de Cayley ¢
est un 1somorphisme holomorphe de D sur Ty, d’inverse p. Pour décrire D
imtroduisons la notation

roy = L(zy) + [L(x), L(y)],

nous avons alors
= {w € V(CII“’ZUD’L_D>> 0}.

La frontiére de Shilov ¥ de D est 1’ensemble

Y ={z € yC | 27! = 2},

Le groupe K; = ¢~ 1 K¢ est un sous-groupe de GL(VC) qul opere transitivement
sur 2., et X ~ Kl/ho, ou K est un revétement fini de Ko. L’'image p(V) de V
par l’apphcatlon p est un ouvert dense de 3.,

p(V)={z€X|A(e - z) # 0}.

La fonction pg (s € C") définie sur T par

ps(g) — As(yml)a
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LEMME 2. Pour x + w €T,

Sz +iy)" = (y+ P(i‘c)y“)mlk

DEMONSTRATION. Supposons d’abord que z = e,

—Se+iy) ™ =yle+y ) = (y+yH

Supposons maintenant que xr € §,

et

I
s
A~
™~
:
L
S’
A
T
A~
=
|
e
S g
+
a
Py
N
bof—
| Sy
|
-
i

—3(z +ay) ™! _
= (y+ P(x)y™')

Les deux membres de I’égalité & démontrer sont des fonctions rationnelles qui
sont egales pour x € Q, elles sont donc égales pour tout z de V. O

LEMME 3. Pour z =iy, Z = X +iY = k(iy).
| -1\ — 1
Y = (P(a)y+P(B)y~")

AvVEC

DEMONSTRATION. D’apres le Lemme 1.
Z=X+iY = —a—- P(b)(iy —a)" ",
et le résultat annoncé se déduit du Lemme 2. []

Du Lemme 3 on déduit la formule de représentation intégrale suivante de la
fonction sphérique Yg

THEOREME 1

Us(i) = [ @s(Pla)y + P(B)y~)do
>
avec o = (a + 13)%.

Cette formule est ’analogue de la représentation intégrale des fonctions de Leg-
endre, et peut servir a définir les fonctions de Legendre généralisées f’s sur une
algebre de Jordan,

. 1 1
Ug(ty) = Ps(g(y +y! ))
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Si m = (m;,...,m,), ou les nombres m; sont des entiers vérifiant m,; >

4

-+~ 2> m, > 0, la fonction de Legendre Pm est un polynéme qu’on peut appeler
polynome de Legendre généralisé.
Soit
Dp=DNV = (-e+Q)N(e—-N).

Notons L*(Dp) 'espace des fonctions de carré intégrable sur D » pour la mesure
: ‘) : ' ._ ‘ . E . . d |
de Lebesgue, et L*(Dp )" le sous-espace des fonctions Ky-invariantes. On peut
montrer que les polynomes de Legendre généralisés Pm constituent une base
ort’l’mgonale de Lz(DR)”. Six =k ) Ajc; est la décomposition spectrale de z.

Pm(r) = pm(A1,..., A\:), ou pm est un polynome symétrique de r variables.
Soit

IT={At,.. ) | =1 <A <Ao< -< A < 1),

Les polynomes pm constituent une base ortogonale de 'espace des fonctions de
carré itégrables sur / par rapport au poids

i <

Les travaux concernant les polynémes de Legendre et de Jacobi généralisés
sont nombreux. Sans prétendre étre exhaustif nous pouvons citer 1, 3, 4, 5, 6,
8, 9, 10].

Lorsque s = (a,...,a) (o € C), la fonction de Legendre s’exprime A ’aide
de la fonction hypergéométrique généralisée o Fy. En effet d’apres la Proposition
XV.3.7 de [2]

y

n

Us(iy) = Ale — €)™ "2 F1(-a, —a; ~i¢%),
avec { = (y—e)(y+e)™', ce qui peut s’écrire, en utilisant la Proposition XV.3.4,
e — T

n n
Ps(x) = o Fy(—a, a0 + “7:5 ';j; — ).

2

4. COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE
Pour Rs; > Rsy > --- > Rs,. > 0,

Vs (iy) ~ /2 Os (P(a)y)do,

c’est a dire que, si ¢t est un nombre réel positif,

[ — O

lim t"'SI\Ifs(ity) = / dg (P(og)y)dcf,
p

ou [s| = s14---+s,. En utilisant la relation fonctionnelle vérifiée par la fonction
sphérique ®g on obtient

L%(P(a)y)da = B5(a?)®s (y).
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S1 bien que

Ps(iy) ~ v(s)Ps(y),

avecl

v(s) = / dg(a*)do.

Pour calculer y(s) nous allons ’exprimer comme une intégrale sur V a 'aide de
la transtormation de Cayley. En posant

o = (8 — u)(e + U)MIa U < Vv

nous obtenons

0y~ — -211-(26? + O + 5—)m (8 T ufz )""13
do = 2"A(e+ u?)~ 7 du,

d’ou

Ce qui peut aussi s’écrire

avec 8™ = (Sy,...,S1).

THEOREME 2. La fonction v(s) s’exprime a l'aide de la fonction beta d’Euler,

. i 1 iy d
=1 <K

14

avecs:)\mp,pjm%(ijr—-l)—i-i;;.

DEMONSTRATION. Nous allons calculer y(s) par récurrence sur le rang r selon
une methode due a HUA [5], Theorem 2.1.1. Posons

I.(s) = /‘; A_g(e + x°)dx.

Considérons la décomposition de Peirce de V relativement a I'idempotent ¢,

V =Vie, 1)+ Ve, 3)+ Ve, 0),
r =tc, +E&+ 10, tER

3 4 : ). 1, * | 4 en 1y O A s 1—
Soit ¢ la représentation de l'algeébre de Jordan V) = V(¢,,0) dans £ = V (c,, 3)

définie par

¢(To)€ = 2x0§-
La forme quadratique associée a ¢, définie sur E et a valeurs dans Vj, définie
pal

(Q(&)|xo) = (P(x0)€]E),
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vaut

Q(f) — 2(52)0-

La décomposition de Peirce de e + x? s’écrit

= (1482 + 5€1P)e
+  (9(x20)& + t&)

o

+  (eo + x5+ 3Q(8)).

En utilisant la relation

Ale) = Ao(xo) (t ~ 5 (6(z5)ElE)),

Nnous obtenons ,
Ale +2%) = Do(eo + 25 + 5Q(6)) p(t),

ou p(t) est un polynéme du second degré,
2 ,
p(t) = at® + 2bt + ¢,

avec

a=1— (¢((€3() ~+ .lig + %Q(f))Ml)élg)

Soit 79 'élément du groupe triangulaire 7 de Dalgebre V, associé au systeme
d’idempotents c1,...,c,._1, tel que

| 2
€Q + 330 Jm— T()e().
Il existe une transformation linéaire 70 de E vérifiant

Q(708) = 10Q(E), (rox0) = Foc(wo) 7.

En posant € = 731, nous obtenons

o1 1
€o + .I‘f”; -+ “Q“‘Q(E) — 70 (60 T §Q(U))’

a =1
1

I

|

= Ay (eo + %Q(”?))ml-

On montre également que ac — b* = 1. On integre d’abord en ¢ en utilisant le
lemme suivant.
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LEMME 4. Soit p(t) = at® 4 2bt + ¢ un polynéme du second degrée sans racines
réelles, b* — ac < 0, avec a > 0. Pour Ra > =,

> 1 1 1
/ p(t)mcxdt — acx-—-—l(ac . bz)ﬁmﬂB(& - ___)-

- O
- 2

(Voir [5|, Theorem 2.1.3)

Apres intégration en ¢ nous obtenons

d. 1 1 - | RN

avec o s;+sr—1,1 < 7 < r—1. Pour le calcul de cette intégrale nous
utilisons la proposition XIV.5.1 de [2],

Finalement, en posant s = A\ — p, avec p; = %(2 J —r —1) + 5=, nous obtenons

T

n 1 _ 2n d
L(s)=c]]BOG - =.5) [ By + 2= =.3).

Il existe une relation entre la fonction v que nous avons considérée et la fonction
¢ de I'espace riemannien symétrique T = G /K. En effet celle-ci s’écrit

c(A) = co(Ner(A),
ou cp est la fonction ¢ de P'espace riemannien symétrique G/ Ry, et

c1(A) = v(A = p).
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